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1 Prawdopodobienstwo warunkowe 1 wzér Bayesa

Zadanie 1. W populacji jest 15% dyslektykow. Jezeli w tescie diagnostycznym uczen
popelni 6 lub wiecej bledow, to zostaje uznany za dyslektyka. Kazdy dyslektyk na pewno
popelni co najmniej 6 bledow w takim tescie, jednak réwniez nie-dyslektyk moze popeié
wiecej niz 5 btedow — dzieje sie tak z prawdopodobieristwem 0,1. Jasio popelnil w tescie
6 bledow.

Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze jest dyslektykiem? Jakie jest prawdopodo-
bienistwo tego, ze w kolejnym tescie tez popetni co najmniej 6 btedow?

Zadanie 2. Pan X. uczestniczy w turnieju pokera, w ktérym rozgrywa N partii z r6z-
nymi przeciwnikami. Dwoch z przeciwnikow to szulerzy. Podczas gry z uczciwym przeciw-
nikiem pan X. wygrywa z prawdopodobienistwem 1/2, podczas gry z szulerem wygrywa
z prawdopodobieristwem p. Okazalo sie, ze pan X. przegral doktadnie k£ partii.

Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze pan X. przegral z doktadnie jednym szulerem.
Przyjmujemy, ze wyniki poszczegblnych partii sg niezalezne.

Zadanie 3. W turnieju pokera startuje 2" graczy. Wsréd nich sa: Pan X. oraz jeden
szuler o nieznanej tozsamosci (wszyscy inni gracze, w tym pan X., sa uczciwi). Zawody
odbywaja sie systemem pucharowym, przegrywajacy odpada, wygrywajacy przechodzi do
kolejnej rundy. W grze dwoch uczciwych graczy kazdy ma taka sama szanse na wygrana,
W grze uczciwego gracza z szulerem szuler wygrywa z prawdopodobieristwem p. Jakie jest



prawdopodobienistwo, ze pan X wygra zawody?

Zadanie 4. W miescie X. 10% dorostych mieszkaiicow ma mate dzieci. Prawdopodo-
bienistwo, ze osoba nie posiadajaca matego dziecka nie zmruzy w nocy oka wynosi 0.05,
podczas gdy dla rodzica matego dziecka jest to 0.95. Wylosowano dorosta osobe z miasta
X. iokazalo sie, ze w ciagu ostatnich 10 nocy udalo jej sie zasnaé¢ doktadnie 3 razy. Jakie
jest prawdopodobienistwo (warunkowe), ze tej osobie kolejnej nocy uda sie zasnaé?

Zadanie 5. W pudetku sa (nierozréznialne przed otwarciem) cztery losy pierwszego typu
i cztery losy drugiego typu. Los pierwszego typu oznacza wygrang 2 zt, los drugiego typu
daje za$ graczowi prawo do rzutu symetryczng moneta: jesli na monecie wypadnie orzet,
gracz otrzyma 1 zl, a jesli wypadnie reszka, to gracz nic nie dostanie. Zdarzenie losowe
A polega na tym, ze z pudetka wyciagnieto bez zwracania pieé¢ loséw i po ich otwarciu
gracze w sumie otrzymali doktadnie 6 ztotych.

Wyznaczy¢ prawdopodobieristwo (warunkowe) tego, ze wsrod wyciagnietych losow
byto mniej losow pierwszego typu niz loséw drugiego typu, pod warunkiem, ze zaszto
zdarzenie A.

Uwaga: W tym zadaniu mozna nie upraszczac do konica wyniku liczbowego.

Zadanie 6. Na planecie Ksi odbywa sie bal. Uczestniczy w nim nieznana liczba par
kosmitow. Prawdopodobienstwo, ze par jest doktadnie n wynosi n!(esan)a dlan=1, 2, ....
W ramach zabawy uczestnicy rozdzielaja sie, a nastepnie ponownie tacza sie w pary w
sposob catkowicie losowy (kazdy podzial na pary zbioru 2n uczestnikow jest tak samo
prawdopodobny). Okazalo sie, ze kosmici poltaczyli siec w pary w takiej samej konfiguracji
jak na poczatku.

Obliczy¢ prawdopodobienstwo (warunkowe), ze w balu uczestniczy dokladnie m par

kosmitow.
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Zadanie 7. Przed rokiem 2019 kazda paczka zelkow zawierala 40% zelkow czerwonych,
40% zielonych i 20% zottych. W 2019 wprowadzono nowy kolor, niebieski, i teraz kazda
paczka zawiera po 25% zelkow kazdego koloru.

(a) Mamy dwie paczki zelkow, jedna stara i jedna nowa. Wyciagamy po jednym zelku
z kazdej paczki, okazuje sie, ze wyciagnelismy czerwonego i zoltego (ale nie zwroci-
lismy uwagi, ktory pochodzit z ktorej paczki). Jaka jest szansa, ze z6tty pochodzi
ze starej paczki?

(b) Pan X. otrzymal 10 paczek zelkow, z ktorych 2 byly nowe, pozostale stare. Ustawit
je w losowej kolejnosci i wyjmowat z nich po kolei po jednym zelku. Zelki wyciagnicte
z paczek o numerach od 1 do 8 byly czerwone, zielone lub zoétte, a zelek wyciagniety
z paczki o numerze 9 byl niebieski. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze paczka z
numerem 10 jest nowa?

Zadanie 8. W urnie znajduje sie 5 kul amarantowych, 7 kul biatych i 8 kul czarnych.
Losujemy trzykrotnie po jednej kuli bez zwracania. Obliczy¢ prawdopodobienistwo tego,
ze

(a) wszystkie wylosowane kule sa tego samego koloru;



(b) wszystkie wylosowane kule sa tego samego koloru, jesli wiadomo, ze druga wyloso-
wana kula jest biala;

(c) druga wylosowana kula jest biala, jesli wiadomo, ze wszystkie wylosowane kule sa
tego samego koloru.

Zadanie 9. W urnie znajduje sie b kul biatych i ¢ kul czarnych, przy czym b,c¢ > 1.
Losujemy ze zwracaniem kule z urny do momentu wyciggniecia trzeci raz kuli biatej lub
czwarty raz kuli czarnej (lacznie, niekoniecznie pod rzad).

(a) Wyznaczy¢ rozktad liczby wykonanych losowari.

(b) Wyznaczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze w pierwszych 4 losowaniach wyciagneli-
smy doktadnie 2 razy kule bialg, jesli wiadomo, ze wykonalismy tacznie doktadnie
6 losowan.

(c) W przypadku, gdy b = 2¢, wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w pierwszych
4 losowaniach wyciagnelismy doktadnie 2 razy kule biatg, jesli wiadomo, ze zakoni-
czylismy losowanie, wyciagajac czwarta kule czarna.

2 Prawdopodobienstwo geometryczne

Zadanie 10. Wylosowano punkt X z trojkata rownobocznego ABC' (zgodnie z prawdo-
podobienstwem geometrycznym). Oznaczmy przez O punkt przeciecia srodkowych tego
trojkata. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze dtugosé odcinka O X jest mniejsza niz dtugosé
kazdego z odcinkow AX, BX, CX.

Zadanie 11. Dany jest kwadrat o boku dtugosci 1. Na brzegu tego kwadratu wybrano
losowo dwa punkty. Obliczy¢ prawdopodobieristwo tego, ze sa one odlegte o wiecej niz 1.

Zadanie 12. 7 kwadratu ABC'D losujemy punkt X, zgodnie z prawdopodobienstwem
geometrycznym. Obliczy¢:

(a) prawdopodobieristwo tego, ze kat AX B jest rozwarty;

(b) prawdopodobienstwo tego, ze kat AX B jest rozwarty, jesli wiadomo, ze kat BXC
jest rozwarty.

3 Gestosé, dystrybuanta, rozklad

3.1 Obliczeniowe

Zadanie 13. Dla a > 0, A > 0 niech funkcja g,: R — [0, 00) bedzie zadana wzorem

Gax(T) = ae . 1(071)(17).

(a) Wyznaczy¢ wszystkie pary (a,\) dla ktorych g, jest gestoscia pewnej zmiennej
losowej X.

(b) Dla a, A z punktu (a) wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej X .



(c) Dla jakich wartosci parametréw a, A zmienne X oraz 1 — X maja ten sam rozktad?

Zadanie 14. Wektor losowy (X,Y’) ma gestosé

9(z,y) = C2*y* - Lococy<r)-
(a) Wyznaczy¢ stala C.
(b) Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej X.
Zadanie 15. (S:K2020) Wektor losowy (X,Y) ma gestosé

Ce ™, gdy 0 <z <y,
g9(z,y) =
0, Wpp,
gdzie C' jest pewna liczba rzeczywista.
(a) Znajdz rozktady zmiennych losowych X, Y, Y/X. Jesli maja gestosci — znajdz je.
(b) Oblicz kowariancje zmiennych X i Y.

Zadanie 16. Zmienna losowa X ma rozklad z gestoscia

gx(x) = 5 sinr) - 1 5 ().

Wyznacz P (sin(X) < 1) oraz wyznacz rozklad zmiennej losowej max {sin(X), 1}.

Zadanie 17. Zmienna X ma rozktad z gestoscia

1

g(x) = §x2 - Lyo3().

(a) Wyznaczy¢ P ([X] = 0][X] < 1).

(b) Wyznaczy¢ gestosé rozktadu zmiennej Y = X3,

Uwaga: Dla x € R, [x] oznacza cze$é catkowitq liczby x.
Zadanie 18. Zalozmy, ze wektor losowy (X, Y) ma gestosé

Cy® dlal<zx<y,
g(z,y) =
0 Wpp.

Oblicz staty C'. Znajdz rozklad zmiennej losowej Y oraz rozkltad zmiennej losowe;j % Jesli
rozktady te maja gestosci — podaj je.

Zadanie 19. Zmienna losowa X ma gestosé

gdzie C' jest stala.

(a) Wyznaczy¢ C.



(b) Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej Z = max {X , %X 2} )
(¢) Czy Z ma rozktad ciagly? Jesli tak, wyznaczy¢ gestosc.
Zadanie 20. Zmienna losowa (X,Y) ma rozklad z gestoscia
9(w,y) = Ce™ - Lyy|<ay-
(a) Wyznaczy¢ C.
(b) Wyznaczy¢ rozklad zmiennej Y/ X

(c) Czy zmienne Y/X oraz X sa niezalezne?

Zadanie 21. Zmienna losowa X ma rozktad z gestoscia

3
g(x) = “?. Li11y(2).

2
(a) Wyznaczy¢ P (X2 > 11X <0,9).
(b) Wyznaczy¢ gestosé rozktadu zmiennej Y = 1/X.

Zadanie 22. Zmienna losowa X ma rozklad z gestoscia

g(x) = %cos(:v) . ]1[_33]@)

Wyznacz P (4X? > 7X) oraz wyznacz rozktad zmiennej losowej min{ X, 1}.

Zadanie 23. Zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad z gestoscia
g(z,y) =€*- Tio<y<a<1}-
(a) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej Y/ X.
(b) Czy zmienne X, Y/X sa niezalezne?

Zadanie 24. Zmienna losowa X ma rozklad z gestoscia

2
g(x) = 3 11,00y ().

(a) Obliczyé EX - 1{|X|S5}'
(b) Wyznaczy¢ gestosé rozktadu zmiennej eX.

Zadanie 25. Zmienne losowe X, Y sa niezalezne i maja rozktad wykladniczy z parame-
trem 1.

(a) Wyznaczy¢ rozktad zmienne; XLH,

(b) Udowodnié¢, ze zmienne XLJFY oraz X + Y sa niezalezne.

Zadanie 26. Dany jest dwuwymiarowy wektor losowy (X,Y) o gestosci

C
g(z,y) = % “Lio<y<1y - ﬂ{0<x<\/§}‘

(a) Wyznaczy¢ C.
(b) Uzasadnié¢, ze zmienna losowa Y jest catkowalna i obliczy¢ E[Y].
2

(d) Rozstrzygnaé, czy zmienne losowe =

)

)

(c) Wyznaczy¢ gestosci zmiennych losowych X72 i Y lub uzasadnié¢, ze nie maja gestosci.
) Y

i Y sa niezalezne.

>



3.2 Rozklad jednostajny

Zadanie 27. Losujemy punkt (X,Y) z trojkata o wierzchotkach (0, 0), (4, 0), (4, 1), zgod-
nie z prawdopodobieristwem geometrycznym. Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej losowej
Z = X2 Czy Z ma gestosé? Jedli tak, obliczy¢ ja, jesli nie — uzasadnié.

Zadanie 28. Dany jest prostokat o bokach dlugosci a i b. Niech O oznacza §rodek
symetrii prostokata. Z brzegu prostokata wybrano losowo dwa punkty, P i (). Proste PO
i QO dziela prostokat na roztaczne wielokaty. Niech X oznacza liczbe tych wielokatow,
ktore sg pieciokatami.

(a) Wyznaczy¢ rozklad zmiennej X.
(b) Wykazac, ze P(X =2) > 1.

Zadanie 29. Dwuwymiarowe wektory losowe X = (X7, X5) 1Y = (Y}, Y2) sa niezalezne,
a ponadto X ma rozklad jednostajny na kole {(x,y) : 2? + y* < 4}, Y za$§ ma rozklad
jednostajny na kole {(z,y) : z* + y* < 1}.

Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze X jest w odleglosci wiekszej niz 1 od Y, tzn.
P((X; —Y1)* + (Xy — Y3)? > 1).

Zadanie 30. Wektor losowy (X,Y) ma rozklad jednostajny na kwadracie o wierzchot-
kach (0,1), (1,0), (0,—1), (—=1,0). Niech Z = | X| + |Y].

(a) Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej losowej Z.

(b) Czy Z ma gestos¢? Jesli tak — wyznaczy¢ ja, w przeciwnym wypadku wykazaé, ze
nie istnieje.

(c) Obliczy¢ E[Z].
(d) Czy zmienne X i Z sa niezalezne? Odpowiedz uzasadnic.
Zadanie 31. Wektor (X,Y) ma rozktad jednostajny na zbiorze |z — 1| + |y + 2| < 4.
(a) Czy zmienna X ma gestos¢? Jesli tak, to ile ona wynosi?
(b) Oblicz P(X > Y + 1) oraz P(X > 0Y > 0).

Zadanie 32. Niech a > b > 0. Z prostokata P o bokach dtugosci a i b losujemy punkty
Ay, ..., A, (niezaleznie, zgodnie z rozktadem jednostajnym na P). Niech D; (dla i =
1,...,n) oznacza odlegtosé¢ A; od brzegu prostokata P. Niech dalej X = min{D;,...,D,}
oraz Y = max{Dy,..., D,}.

(a) Wyznaczy¢ dystrybuanty i gestosci zmiennych losowych X i Y.
(b) Obliczy¢ P (Y < ¢|X > 2).



3.3 Z trescig

Zadanie 33. Rzucamy n razy moneta, na ktoérej orzel wypada z prawdopodobienistwem
p= }l. Wszystkie rzuty sa niezalezne. Niech Z oznacza dtugosé najdtuzszego ciggu rozpo-
czynajacego sie i konczacego ortem. (Pomiedzy skrajnymi ortami moga by¢ reszki lub inne
orty, dopuszczamy tez sytuacje, ze ciag jest jednoelementowy — ztozony tylko z jednego
orta.) Z = 0 jesli sa same reszki.

Znalez¢ rozklad Z. Niech W oznacza dlugosé poczatkowej serii reszek (W = 0, jesli
jako pierwszy wypad?l orzet.) Czy Z i W sg niezalezne?

Zadanie 34. W urnie znajduje sie 100 ponumerowanych kul. Losujemy bez zwracania
25 sposrod nich. Niech X oznacza najwiekszy wylosowany numer. Wyznacz rozktad X.

Zadanie 35. W urnie znajduje si¢ 100 ponumerowanych kul. Losujemy bez zwracania
20 sposrod nich. Niech X oznacza najmniejszy wylosowany numer. Wyznacz rozktad X.

Zadanie 36. Trzech hazardzistow bierze udzial w grze w weganska wersje ,rosyjskiej
ruletki”. Gra sklada sie z nastepujacych po sobie tur. Pierwsza ture rozpoczyna trzech
graczy. Kazdy z graczy rozpoczynajacych ture gry rzuca symetryczng szeScienng kostka
do gry. Jesli wypadnie mu szoéstka, gracz odpada z gry, a jesli inna liczba oczek — prze-
chodzi do nastepnej tury gry. Gra konczy sie, gdy odpadna z niej wszyscy gracze. Niech
N oznacza liczbe graczy rozpoczynajacych ostatnia ture gry. Wyznaczy¢ dystrybuante
zmiennej V.

Zadanie 37. 7 jednakowym prawdopodobieristwem uczestnik pewnej gry ma prawo do
jednej, dwoch lub trzech prob. W kazdej probie, niezaleznie od innych wynikow, losowana
jest liczba z przedziatu (0, 2), zgodnie z rozktadem jednostajnym. Wynik uczestnika (ozn.
X) to najwieksza z wylosowanych liczb. Wyznaczy¢ rozktad zmiennej losowej X. Jesli
rozktad ten ma gestos¢ — wyznaczy¢ ja.

4 Wartos$é oczekiwana, wariancja, kowariancja

Zadanie 38. Z wnetrza trojkata rownobocznego ABC losujemy punkt D. Niech X ozna-
cza najmniejsze z pol trojkatow ABD, BCD, CAD. Wyznaczy¢ rozktad X, jej wartosé
oczekiwang i wariancje.

Zadanie 39. Kij o dtugosci 1 ztamano losowo w dwdch miejscach. Niech X oznacza
dtugosé najkrotszego z powstatych trzech kawatkow. Wyznaczy¢ rozktad zmiennej X, jej
wartos¢ oczekiwang i wariancje.

Zadanie 40. (S:K2020) Przy okraglym stole jest n + 3 wolnych miejsc. Na spotkanie
przychodzi n+3 studentéw, wéroéd nich Adam, Bartek i Cezary. Wszyscy studenci zajmuja
losowo miejsca przy stole, tak ze kazde rozsadzenie studentéow jest réwno prawdopodobne.
Niech X oznacza liczbe 0s6b, ktore siedzg pomiedzy Adamem i Bartkiem po tej stronie,
po ktorej nie siedzi Cezary. Oblicz E[X]| oraz Var[X].



Zadanie 41. Przy okraglym stole usadzono n oséb (n > 2), kazda otrzymata monete o
prawdopodobienstwie wyrzucenia orta rownym p i wykonata jeden rzut (rzuty sa nieza-
lezne). Niech N oznacza liczbe tych osob, ktore wyrzucity orta, podczas gdy ich sasiad z
prawej strony wyrzucil reszke. Obliczy¢ warto$é oczekiwang i wariancje zmiennej V.

Zadanie 42. Rzucamy prawidlowa kostka az do momentu, gdy wéréd wyrzuconych
liczb oczek znajdzie sie czworka oraz liczba podzielna przez 3. Niech X oznacza liczbe
wykonanych rzutow.

(a) Wyznaczy¢ P(X > 10).
(b) Obliczy¢ E[X].

Zadanie 43. Rzucamy prawidlows kostka az do momentu, gdy wyrzucimy piatke i
szostke (tacznie, niekoniecznie pod rzad). Wyznaczy¢é warto$é oczekiwang i wariancje
liczby rzutow.

Zadanie 44. (S:K2020) Niech wektor losowy (XY, Z) bedzie rozkladem gaussowskim
z parametrami g = (1,1, 1) oraz macierza kowariancji

4 4 -3
Cov(X,Y,Z)= |4 16 —12
-3 12 9

Znajdz «, 8, v, 0 tak, aby V = aX + Y + vZ + § mialo rozktad N(0,1) oraz V byto
niezalezne od Y i Z.

Zadanie 45. W urnie znajduja sie 3 biate oraz 4 czarne kule. Losujemy kolejno kule z
urny, przy czym jezeli wyciagnelismy kule czarna, to wrzucamy ja z powrotem do urny, a
jezeli kule biata, to odkladamy ja na bok. Niech X oznacza numer losowania, po ktérym
w urnie beda same czarne kule. Oblicz E[X].

Zadanie 46. Danych jest n listow i n zaadresowanych kopert. Wktadamy losowo listy
do kopert, po jednym liscie do kazdej koperty. Niech X oznacza liczbe listow, ktore trafity
do wtlasciwej koperty.

(a) Obliczy¢ E[X].
(b) Obliczy¢ Var[X].

Zadanie 47. Powiemy, ze zmienna losowa X ma rozktad wykltadniczy o wartosci ocze-
kiwanej a > 0, jesli X ma gestos¢ g(x) = (lle*x/“ - Liz>0y. Latwo sprawdzi¢, ze wowczas
E[X] = a.

Turystyka wedruje ze szczytu gorskiego na przetecz, przy czym czas przejscia tego od-
cinka ma rozktad wyktadniczy o wartosci oczekiwanej 10 (minut). Na przeteczy turystka
wybiera jedna z dwoch drog do schroniska (z takim samym prawdopodobieristwem). Czas
przejscia z przeteczy do schroniska pierwsza droga ma rozklad wyktadniczy o wartosci
oczekiwanej 1 minuta, a czas przejscia z przeteczy do schroniska druga droga ma roz-
ktad wyktadniczy o wartosci oczekiwanej 2 minuty. Czas przejscia ze szczytu na przetecz,
wybor drogi na przeteczy oraz czas przejscia z przeleczy do schroniska sg niezalezne. Wy-
znaczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze turystka przejdzie droge ze szczytu do schroniska
w czasie ponizej 10 minut.



5 Lemat Borela-Cantellego i podobne

Zadanie 48. 7 kwadratu o boku 1 losujemy w sposob niezalezny punkty X, X, ....
Wyznaczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze istnieje nieskonczenie wiele trojkatow rowno-
bocznych o wierzchotkach wérod punktow (X;).

Zadanie 49. Ustalmy a > 0 i rozwazmy nastepujacy nieskoriczony ciag doswiadczen. W
n-tym doswiadczeniu rzucamy moneta o prawdopodobienstwie wyrzucenia orta réwnym
1/n, do momentu wyrzucenia pierwszego orta. Niech A,, oznacza zdarzenie ,w n-tym do-
$wiadczeniu wykonano przynajmniej [n®| rzutow". Przy zatoZeniu niezaleznosci rzutow,
obliczy¢ prawdopodobieristwo, ze zajdzie nieskonczenie wiele zdarzen A, (|x| oznacza
czesé catkowita liczby ).

Zadanie 50. W urnie znajduje sie jedna biata kula. Rozwazmy nastepujacy ciag do-
swiadezen. W kroku m (m = 1, 2, ...) eksperymentator losuje kule z urny, zapisuje jej
kolor, nastepnie zwraca ja do urny i doktada m® kul biatych oraz m¢ kul czarnych, gdzie
b, ¢ to ustalone nieujemne liczby catkowite. Losowania w kolejnych krokach sa niezalezne.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze kula biata zostanie wylosowana nieskoriczenie wiele
razy.

Wskazowka: Dla k > 0, k—}rlmk“ <SR < mbt

Zadanie 51. Rozwazmy nastepujacy ciag doswiadczen. W n-tym kroku, n = 3, 4, 5, ...,
mamy talie n kart z kolejnymi liczbami naturalnymi od 1 do n. Karty doktadnie mieszamy,
a nastepnie kolejno odkrywamy wszystkie karty ustawiajac je w rzedzie ("dokladnie mie-
szamy- tzn. mozna zalozy¢, ze w pojedynczym doswiadczeniu kazde ustawienie kart jest
jednakowo prawdopodobne oraz doswiadczenia w krokach n = 3, 4, 5, ... sa niezalezne).

Niech A, oznacza zdarzenie, ze w n-tym do$wiadczeniu karty o najwiekszym i naj-
mniejszym numerze (karty 11n) beda ze soba sasiadowaly. Niech B, oznacza zdarzenie, ze
w n-tym doswiadczeniu karty o numerach 1, 2, 3 wystapia na trzech kolejnych miejscach
(cho¢ niekoniecznie w tej kolejnosci). W nastepnym, (n + 1)-szym do$wiadczeniu dokta-
damy karte o numerze n + 1. Wszystkie karty dokladnie mieszamy, ponownie ustawiamy
w rzedzie, itd.

(a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzen A,, i B,,.

(b) Obliczy¢ prawdopodobieristwo tego, ze zajdzie nieskoriczenie wiele sposrod zdarzen
A,

(c) Obliczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze zajdzie nieskoriczenie wiele sposrod zdarzeni
B,.

Zadanie 52. Rozwazmy nastepujacy ciag doswiadczen. W kroku n (n = 1,2,...) eks-
perymentator rzuca moneta o prawdopodobienistwie wyrzucenia orta rownym 1/n%, gdzie
a > 0 jest ustalonym parametrem. Rzuty sa niezalezne. Dla k = 1,2, ... obliczy¢ praw-
dopodobieristwo, ze w ciggu wynikow pojawi sie nieskonczenie wiele serii ztozonych z
doktadnie k£ ortéw, tzn. serii postaci RO ---O R.

k

Zadanie 53. Niech X, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze X}
ma rozklad jednostajny na przedziale [0, k!]. Niech Ay = {X} > Xj,1}. Obliczy¢ praw-



dopodobienistwo, ze zachodzi nieskonczenie wiele zdarzen Ay.

6 Rozne

Zadanie 54. Druzyna harcerska sklada sie z n druhéw i n druhenek (n > 2), wsrod
nich sa Bolek, Lolek i Tola. Podczas harcow ustawiaja sie oni losowo w krag, twarzami
do $rodka kregu (wszystkie ustawienia sa rowno prawdopodobne).

(a) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze Bolek i Lolek beda stali obok siebie, pomiedzy
dwiema druhenkami?

(b) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze Bolek stoi doktadnie & miejsc na prawo od Lolka,
natomiast Tola stoi o mniej niz k miejsc na prawo od Lolka?

Zadanie 55. Niech b = (by,...,by) bedzie losowo wybranym ciagiem o dtugosci m o
wyrazach ze zbioru {1,..., m}, gdzie m jest dodatnia liczba catkowita (wybor kazdego z
ciagow jest tak samo prawdopodobny). Obliczy¢ prawdopodobieristwo, ze

(a) w ciagu b wystepuja co najmniej dwie jedynki,

(b) w ciagu b wystepuja doktadnie dwie jedynki, jesli wiadomo, ze w ciagu b wystepuja,
co najmniej dwie jedynki,

(c) ciag b jest niemalejacy.

Zadanie 56. W finale turnieju bilardowego znalazto sie dwoch graczy A 1 B. W po-
jedynczej grze kazdy z graczy wygrywa z prawdopodobienistwem 50%, pojedynek trwa
dopoki ktorys z graczy nie zwyciezy po raz piaty (lacznie, niekoniecznie pod rzad). W
pierwszej grze zwyciezyl gracz B. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze

(a) gracz B wygral pojedynek,

(b) w drugiej grze wygral gracz A, jesli pojedynek wygral gracz B,

(c) rozegrano przynajmniej 8 gier (lacznie z pierwsza),

(d) w drugiej grze wygral gracz A, jesli rozegrano przynajmniej 8 gier.

Zadanie 57. (S:K2020) Prawdopodobieristwo wypadniecia orta w kazdym pojedynczym
rzucie pewng moneta jest rowne p. Zawsze, gdy nie wypada na niej orzel, wypada reszka.
Rzucamy ta moneta, az do momentu, gdy po raz drugi wypadnie reszka (ta druga reszka,
konczaca rzuty, nie musi wypasé natychmiast po wypadnieciu pierwszej reszki).

Prosze wyznaczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze wykonamy parzysta liczbe rzutéw;
wliczamy do nich réwniez ostatni rzut — ten, w ktérym po raz drugi wypada reszka.

Zadanie 58. Gracze X, Y, Z rzucaja kolejno i wlasnie w tej kolejnosci prawidtowa

kostka. Wyznacz prawdopodobienistwo tego, ze Y wyrzuci jedynke zanim X wyrzuci
szostke, a Z piatke.
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Zadanie 59. Gracze A, B, C rzucaja kolejno i wtasnie w tej kolejnosci prawidtowa
kostka. Wyznacz prawdopodobieristwo tego, ze A wyrzuci szostke zanim B wyrzuci je-
dynke, a C' dwojke.

Zadanie 60. (S:K2020) Niech X, Xs, ..., X,,, n > 2 beda niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozkladzie wyktadniczym z parametrem 1. Niech S = X; + Xy +--- + X,,.
Oblicz

P(X, <85/2, Xy <S5/2,..., X, <5/2).

Zadanie 61. Z przedzialu [—2,2] losujemy kolejno liczby ay, ag, ..., przy czym wybor
kazdej liczby jest niezalezny od pozostalych. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze ciag
(a,)5% jest rosnacy.

Zadanie 62. Dana jest liczba naturalna n > 4050. Liczby 1 ..., n przestawiono w
losowy ciag ¢y, ..., Cy.
(a) Niech A; oznacza zdarzenie {c¢; > i},i =1, ..., n. Wyznaczy¢ prawdopodobieristwo

zdarzenia A,,_o N A, _1 N A, oraz prawdopodobienstwo zdarzenia A, _oUA,_1 UA,.

(b) Niech B;; oznacza zdarzenie {¢; < ¢;}, 1,7 = 1,...,n. Rozstrzygna¢, czy zdarzenia
Bia, By3, B3y, ..., B, Bag2s sa niezalezne.
(c) Rozstrzygnaé, czy zdarzenia B o, Bsa, Bsg, ..., Bioag, Bioso sa niezalezne.

Zadanie 63. Dany jest ciag (¢,) zmiennych losowych o wspolnym rozktadzie P(e,, =
-1) =P, =1) =1/2,n = 1,2,..., oraz ciag (n,) taki, ze P(n, # e,) = 1/n?
n=1, 2, .... Udowodni¢, ze z prawdopodobienistwem 1 ciag

(er+et+-Fen) = (mtmt-+m))
jest zbiezny.

Zadanie 64. Dany jest ciag (X,,) takich zmiennych losowych, ze zmienna X,, ma rozktad
Poissona z parametrem 2n, n =1, 2, .... Udowodni¢, ze z prawdopodobienstwem 1 ciag
(X,) zbiega do nieskoniczonosci.

Uwaga: Bycé moze przyda sie wzor Stirlinga:

n!
Hm ——— = 1.
nteo /2 - (2)"

Zadanie 65. Zmienne losowe X, X5,... sa nieujemne, niezalezne, maja takie same
rozklady oraz speliaja warunek P(X,, = 0) < 1, n € N. Wykaza¢, ze prawie na pewno
ciag (X, X1 Xn12)nen nie jest zbiezny do 0.
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